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АНАЛИТИЧНОСТЬ И НЕУСТОЙЧИВОСТЬ

ПОВЕРХНОСТЕЙ РАЗДЕЛА: ОТ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

КЕЛЬВИНА—ГЕЛЬМГОЛЬЦА ДО ВОДНЫХ ВОЛН
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АННОТАЦИЯ. Работа посвящена анализу решений гидродинамических уравнений с поверхностями раз-
дела. Цель работы— показать, как недавние результаты об аналитичности связаны с неустойчивостью
поверхности раздела.

1. ВВЕДЕНИЕ

Цель данной работы— объяснить, как недавние результаты в гидродинамике об аналитичности
поверхности раздела связаны с неустойчивостью, наблюдаемой в численных и в физических экспе-
риментах. Такая неустойчивость возникает даже на границе раздела двух жидкостей одинаковой
плотности в случае скачка начальной скорости (так называемая задача Кельвина—Гельмгольца).
Если плотности различны, то получаем задачу Рэлея—Тейлора. Наконец, водными волнами на-
зывают случай, когда одной из плотностей (например, плотностью воздуха) можно пренебречь
в сравнении с другой. Очень часто предполагается несжимаемость, а вязкость и поверхностное
натяжение считаются пренебрежимо малыми. Эти упрощения обоснованы не только потому, что
соответствуют количественному анализу, но и потому (и это даже важнее), что решения таких
уравнений демонстрируют патологическое поведение поверхности раздела, которое как раз и на-
блюдается в экспериментах. Было обнаружено, что для поверхности раздела малая регулярность
влечет за собой (для задач Кельвина—Гельмгольца и Рэлея—Тейлора) существенную гладкость
(в математической формулировке— аналитичность). Поскольку решения не являются гладкими,
они должны быть сильно сингулярными (для водных волн это неверно), и это— одно из объясне-
ний возникновения нерегулярных (например, спиральных или бесконечно длинных) и (возможно)
хаотичных поверхностей раздела.

Существуют два подхода к изучению поверхностей раздела. Более естественный— это явное
продолжение поверхности раздела с использованием параметризации, зависящей от времени. Аль-
тернативный подход— описать поверхность раздела посредством решения некоторого уравнения
в частных производных, которое может далее развиваться вместе с поверхностью раздела. В по-
следнем случае рассматриваются слабые решения уравнения Эйлера или его решения в смысле
обобщенных функций; указанная формулировка справедлива во всех случаях.

Таким образом, данная работа построена следующим образом. Вначале обсуждается эквива-
лентность этих двух подходов (она имеет место для случая гладких решений, а в общем случае—
не всегда). Далее приводятся результаты для задачи Коши и рассматривается возникновение осо-
бенностей. Затем доказывается локальная аналитичность. Мы настаиваем на том, что эти раз-
личные явления тесно связаны. Фактически, краеугольный камень всех доказательств для задач
Кельвина—Гельмгольца и Рэлея—Тейлора— это эллиптичность линеаризованного оператора, одна-
ко для водных волн это неверно. В этом принципиальная разница с математической точки зрения.

c©2006 РУДН

1



2 К. БАРДОС

2. СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ, СПЕЦИФИЧНЫЕ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО СЛУЧАЯ

В самом общем виде рассматривается следующая задача для уравнения Эйлера:

∂t(ρu) +∇(ρu⊗ u) +∇p = ρg,

∇ · u = 0,

∂tρ +∇(ρu) = 0.

Здесь ρ обозначает плотность, u— скорость жидкости в эйлеровых координатах, а g — гравитацию.
Для этих уравнений мы считаем плотность ρ = ρ± > 0 постоянной вне некоторой пространственно-
временной «гладкой» поверхности, а завихренность считаем мерой Радона с носителем, содержа-
щимся на той же поверхности. Число Этвуда равно

a =
|ρ+ − ρ−|
ρ+ + ρ−

,

где 0 6 a 6 1. Равенство a = 1 справедливо тогда и только тогда, когда одна из плотностей равна
нулю. Это соответствует водным волнам. Задаче Кельвина—Гельмгольца соответствует случай
ρ+ = ρ−, что является частным случаем задачи Рэлея—Тейлора (a = 0).

Основное внимание будет уделено плоским потокам, но большинство из представленных резуль-
татов справедливо (если не оговорено противное) для вещественных трехмерных потоков. Для
начала напомним известные «двумерные» результаты для случая постоянной плотности: ρ ≡ 1.
Основной результат для этого случая заключается в том, что перенос завихренности описывается
уравнениями

∂tΩ +∇(uΩ) = 0, ∇ · u = 0, Ω = ∇∧ u. (2.1)

Как следствие, доказываются следующие результаты (если исходить из удобной гипотезы о на-
чальной завихренности: Ω0(x) = Ω(x, 0)).

• Существование и единственность слабого решения для Ω0 ∈ L∞ (см. [2]).
• Существование слабого решения для Ω0 ∈ Lp с p > 1 (см. [2]).
• Существование слабого решения, если Ω(x, 0)— знакопостоянная мера Радона (см. [8]) или
мера Радона со строго управляемым изменением знака (см. [16]).

• Неединственность и, в частности, существование решения u ∈ L2(R2
x × Rt), финитного по

пространственно-временным переменным (см. [22,23]). Пример строится посредством концен-
трации колебаний и не является физическим (по нескольким веским причинам). Однако он
важен с математической точки зрения, и из него следует, что решение Делора (см. [8]), суще-
ствующее всегда, может с самого начала отличаться от решения, описывающего поверхность
раздела.

3. СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ И РЕШЕНИЯ, ОПИСЫВАЮЩИЕ ПОВЕРХНОСТЬ РАЗДЕЛА

Соотношения между слабыми решениями и решениями, описывающими поверхность раздела,
рассматриваются (для простоты) лишь в случае двух пространственных переменных. Обобщение
на случай трех переменных очевидно. Для начала предположим, что гладкая поверхность раздела
Σ(x, t) определена отображениями t 7→ Σt, t ∈ (−T, T ), где Σt обозначает гладкую кривую. Можно
использовать различные параметризации x = r(t, λ) кривой Σt. В частности, s означает длину

дуги до некоторой фиксированной точки, а τ = ∂sr(t, s) =
∂λ(r(t, λ))
||∂λ(r(t, λ))||

и ν = Rπ
2
(τ)— единичный

касательный вектор и единичная нормаль (соответственно) к кривой x = r(t, λ) (для случая двух
пространственных переменных). Если f непрерывна на Rt ×Rd

x −Σ, а следы на обеих сторонах Σ
корректно определены, то используются обозначения f− и f+. Для скачков и для среднего значения

используются следующие обозначения: 〈f〉 =
f+ + f−

2
и [f ] = f+−f−. В этих обозначениях имеем

элементарную формулу

[fg] = 〈f〉[g] + [f ]〈g〉. (3.1)
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Если завихренность Ω несжимаемой жидкости является ограниченной мерой Радона с носителем
на Σt = r(t, λ), то ее скорость u задается (для x /∈ Σt) так называемым законом Био—Савара:

u(x, t) =
1
2π

Rπ
2

∫
x− r′

|x− r′|2
Ω(t, r(t, λ′))ds′ =

1
2π

Rπ
2

∫
x− r(t, λ′)
|x− r(t, λ′)|2

Ω(t, r(t, λ′))
∂s(λ′, t)

∂λ′
dλ′. (3.2)

Более того, если x → Σt, то u принимает два предельных значения u ± . Если условие несжи-
маемости выполнено, то

u− · ν = u+ · ν = uν , (3.3)

а среднее значение 〈u〉 задается главным значением интеграла, возникающего в (3.2) (отметим,
что в этих условиях указанный интеграл является сингулярным):

v = 〈u〉 =
1
2π

Rπ
2

∫
x− r′

|x− r′|2
Ω(t, r(t, λ′))ds′. (3.4)

Наконец, оператор KΣ, определенный формулой

KΣ(Ω) = v(Ω)τ =

(
1
2π

Rπ
2

∫
x− r′

|x− r′|2
Ω(t, r(t, λ′))ds′

)
τ, (3.5)

при r(t, ·) ∈ C1+β(R) непрерывен в пространстве Cβ ∩ L2 (см. [24]) и компактен (см. [11]), если
Σt — замкнутая кривая со спектром, расположенным между −1/2 и 1/2. Из теории обобщенных
функций следует, что если поверхность раздела Σ гладкая, то u является гладким решением
системы

∂t(ρu) +∇(ρu⊗ u) +∇p = ρg,

∇ · u = 0,

∂tρ +∇(ρu) = 0

тогда и только тогда, когда плотность завихрения и кривая удовлетворяют системе

[ρu · τ ]t − ∂s

(
[ρu · τ ]∂tr · τ +

1
2
[ρ(|uν |2 − |uτ |2])− [ρ]g · r

)
= 0, (3.6)

(rt − v) · ν = 0, (3.7)

v(t, r) = 〈u〉(t, r) = Rπ
2

1
2π

v.p.

∫
r − r(t, s′)
||r − r(t, s′)||2

Ω(t, s′)ds′, (3.8)

описывающей развитие поверхностей раздела в задачах Рэлея—Тейлора, Кельвина—Гельмгольца
([ρ] = 0) и водных волн (ρ+ = 0).

Замечание 3.1. Уравнения (3.6), (3.7) и (3.8) не определяют r(t, λ) полностью, поскольку пара-
метризацию поверхности раздела можно выбрать различными способами.

Если поверхность раздела— это график (y = y(x, t)), а 〈v〉 = (v1, v2), то соотношения (3.6)
и (3.7) принимают вид

yt + yxv1 = v2, (3.9)

∂t

(
Ω
2

+ a(v1 + yxv2)
)

+ ∂x

(
v1

(
Ω
2

+ a(v1 + yxv2)
))

+ a

(
Ω2

8(1 + y2
x)
− |v|2

8
− gy

)
= 0. (3.10)

В случае поверхности раздела Кельвина—Гельмгольца имеем

yt + yxv1 = v2, ∂t(Ω) + ∂x(v1Ω) = 0. (3.11)

Таким же образом получаем классическую формулировку для уравнения водных волн с потенци-
алом v = ∇φ: потенциал φ(x, t) гармоничен в области, где y 6 y(x, t), т. е.

−∆φ(x, y, t) = 0 при y 6 y(x, t), (3.12)

а поверхность раздела есть решение уравнений

yt + yx∂xφ = ∂yφ, ∂tφ +
1
2
|∇φ|2 = gy. (3.13)
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Замечание 3.2. Из вышеизложенного видно, что задача Коши задается парой начальных функ-
ций: (y(x, 0), Ω(x, 0)) — в случае задачи Рэлея—Тейлора и (y(x, 0), φ(x, 0)) — в случае водных волн.

4. УРАВНЕНИЕ БИРКГОФА—РОТТА ДЛЯ ЗАДАЧ РЭЛЕЯ—ТЕЙЛОРА И КЕЛЬВИНА—ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Интуиция подсказывает, что скорость изменения поверхности раздела в задаче Кельвина—
Гельмгольца должна быть равна 〈v〉 в лагранжевых координатах, а для более общего случая
задачи Рэлея—Тейлора только касательная составляющая должна изменяться под влиянием [ρ].
Действительно, для случая гладких поверхностей раздела и гладких решений это можно строго
показать, используя вышеизложенное, при условии, что [ρu · τ ] 6= 0.

Начнем с тождества

[ρu · τ ]∂tr · τ +
1
2
[ρ(|uν |2 − |uτ |2] + [ρ]g · r = [ρu · τ ](∂tr − v) · τ + [ρ]

(
1
2
|v|2 − 1

8
Ω2 + gr

)
(4.1)

и используем соотношения

w = [ρu · τ ], U =
(

1
2
|v|2 − 1

8
Ω2 + gr

)
. (4.2)

Применяя формулу Шварца

∂tw = ∂s

(
w(∂tr − v) · τ + [ρ]U

)
(4.3)

и соотношение w = [ρu ·τ ] 6= 0, введем функцию λ(t, s) и новую параметризацию t′ = t, λ = λ(s, t),
учитывая, что ∂λr = c(λ, t′)τ и w∂λr = τ :

∂sλ = w, ∂tλ = w((∂tr − v) · τ) + [ρ]U, (4.4)

∂tr = ∂t′r + ∂λ(w((∂tr − v) · τ) + [ρ]U)r, (4.5)

∂t′r · τ = ∂tr · τ − ∂λrw · τ((∂tr − v) · τ) + ∂λ[ρ]U · τ, (4.6)

∂t′r = v − [ρ]U∂λr. (4.7)

В новых переменных t′ = t, λ = λ(s, t) это дает

∂tr + [ρ]U∂λr = Rπ
2

1
2π

v.p.

∫
r(t, λ)− r(t, λ′)
||r(t, λ)− r(t, λ′)||2

Ω(t, λ′)
1
w

dλ′, (4.8)

что в случае задачи Кельвина—Гельмгольца с [ρ] = 0 и w = Ω обращается в классическое уравне-
ние Биркгофа—Ротта

∂tr = Rπ
2

1
2π

v.p.

∫
r(t, λ)− r(t, λ′)
||r(t, λ)− r(t, λ′)||2

dλ′ (4.9)

или (если ввести комплексную переменную z(t, λ) = r1(t, λ) + ir2(t, λ)) в уравнение

∂tz =
1
2π

v.p.

∫
dλ′

z(t, λ)− z(t, λ′)
. (4.10)

Замечание 4.1. Приведенные рассуждения гарантируют (при наложенных выше условиях глад-
кости) полную эквивалентность решения уравнения Эйлера решению «задачи о поверхности раз-
дела». Для слабых решений уравнения Эйлера (как в [8]) ситуация гораздо сложнее. Ниоткуда не
следует, что такое решение будет решением, описывающим поверхность раздела. Теоремы неедин-
ственности из [22,23] показывают, что даже если решение, описывающее поверхность раздела, су-
ществует и гладко, оно, вообще говоря, не обязательно совпадает со слабым решением. Более того,
дальнейшие исследования показывают, что, как только образовалась первая особенность, решение
становится «сильно сингулярным». Решения, полученные в [8], глобальны, и, следовательно, они
могут стать настолько слабыми, что вышеприведенные рассуждения будут уже недействительны.
Наконец, в [15], при незначительном ослаблении регулярности завихренности, построены примеры
решений уравнения Биркгофа—Ротта, не являющихся слабыми решениями уравнения Эйлера.

По сути, в [15] используется лист вихря Прандтля—Мунка. Начнем с начальной завихренности

Ω0(x1, x2) =
x1√

1− x2
1

Ξ(−1, 1)(x1)⊗ δ(x2), (4.11)
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где Ξ(−1, 1)—характеристическая функция интервала (−1, 1). По закону Био—Савара скорость
постоянна: 〈v〉 = (0,−1/2). Решение задачи Кельвина—Гельмгольца— это завихренность, задавае-
мая формулой

Ω(x1, x2, t) = Ω0(x1, x2 + t/2). (4.12)

С другой стороны, в [15] замечено, что скорость u, связанная с этой завихренностью, не является
даже слабым решением уравнения Эйлера. В действительности справедливы равенства

∇ · u = 0, ∂tu +∇x(u⊗ u) +∇p = F, (4.13)

где F задана формулой

F =
π

8
[(δ(x1 + 1, x2 + t/2)− δ(x1 − 1, x2 + t/2)), 0]. (4.14)

Эта патология объясняется «плохим» поведением Ω вблизи точек (±1, 0). Функция Ω(t, s) принад-
лежит L∞(Rt;L1(Σt)), но не принадлежит L∞(Rt;L2(Σt)). В [14] используется понятие регулярной
кривой. Кривая C называется регулярной, если она спрямляема и существует такая постоянная
A < ∞, что для любого шара Br радиуса r справедливо неравенство

|C ∩Br| < Ar.

Далее вводится определение слабого решения уравнения Биркгофа—Ротта и доказывается, что
Ω = γδΣt доставляет слабое решение уравнения Эйлера тогда и только тогда, когда

γ ∈ L∞(Rt;L2(Σt)). (4.15)

5. КЛАССИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ О ЗАДАЧАХ КОШИ ДЛЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ РАЗДЕЛА

Чтобы сравнить полученные результаты с образованием особенностей и подчеркнуть разницу
между водными волнами и задачей Рэлея—Тейлора, удобно напомнить основные результаты для
задачи Коши.

• Первые результаты о задачах Коши для водных волн были получены в случае аналитических
начальных данных (ср. [20]), а позже было обнаружено (см. [1, 7, 13, 28]), что эта задача на-
столько устойчива, что начальные данные можно брать из пространств Соболева конечного
порядка (при условии, что временно́й интервал конечен). В [13, 28] рассматривались жид-
кости с конечной глубиной и неплоским дном. Одним из элементов анализа был тот факт,
что линеаризованный оператор не является ни эллиптическим, ни строго гиперболическим, а
для корректности в пространствах Соболева обязательно выполнение условия устойчивости
(как замечено в [3], в математической формулировке это— так называемый критерий устой-
чивости Тейлора). Это условие эквивалентно отсутствию у поверхности самопересечений, и,
как доказано Ву, в случае отсутствия дна (т. е. если глубина бесконечна) решение остается
гладким, пока выполнено следующее условие:

(xtt, ytt) · n− (0,−g) · n > 0.

• Для задач Рэлея—Тейлора и (в частности) Кельвина—Гельмгольца ситуация совершенно
иная, поскольку линеаризованная задача (как мы увидим и используем ниже) эллиптична.
Следовательно, задача Коши в постановках Рэлея—Тейлора и Кельвина—Гельмгольца кор-
ректна (при конечном положительном или отрицательном времени) только в предположении
об аналитичности начальных данных. Вначале это было доказано для задачи Кельвина—
Гельмгольца (в [25]), а затем распространено на задачу Рэлея—Тейлора (в [24]) в случае,
когда число Этвуда

a =
|ρ+ − ρ−|
|ρ+ + ρ−|

достаточно мало. Этот результат можно распространить на случай любого a, 0 6 a < 1
(исключая случай водных волн a = 1), если начальная кривая замкнута и конечна. Дело в
том, что оператор

KΣ(Ω) = v(Ω)τ =

(
1
2π

Rπ
2

∫
x− r′

|x− r′|2
Ω(t, r(t, λ′))ds′

)
τ
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компактен, а его спектр σ[K] содержится в отрезке [−1/2, 1/2], см. [11].

6. ОСОБЕННОСТИ

Численные эксперименты (см. [12, 18, 19]) показали, что возможно возникновение особенности
типа точки заострения. Математическое доказательство для задачи Кельвина—Гельмгольца при-
ведено в [5,9].

Начав с решений, аналитических при t > 0 и сингулярных при t = 0, используем полную
обратимость задачи Кельвина—Гельмгольца для получения решений, аналитических при t = 0 и с
особенностями в положительные моменты времени, которые в некоторых случаях можно оценить
через величины, входящие в начальное условие (ср. [17]).

Кафлиш и Орельяна построили для уравнения Биркгофа пример, в котором

z(t, λ) = λ + εs0 + r(λ, t), (6.1)

где s0 — точное решение линеаризованного уравнения, заданное формулой

s0(λ, t) = (1− i)
{

(1− e−
t
2
−iλ)1+ν − (1− e−

t
2
+iλ)1+ν

}
, (6.2)

а положительное ε достаточно мало. Доказывается существование аналитической при t > 0 функ-
ции r(λ, t), которая есть O(ε2) в C2(λ), такой, что z(t, λ)—решение уравнения Биркгофа—Ротта.
Поскольку s0(λ, 0) ∼ λ1+ν , имеем

z(λ, 0) ∈ C1+ν , z(λ, 0) /∈ C1+ν′ для ν ′ > ν. (6.3)

В примере Дучона и Роберта (предшественника этой теории), начальное условие на завихренность
при t = 0 ослабляется и предполагается, что в системе

yt + yxv1 = v2, (6.4)

∂t(Ω) + ∂x(v1Ω) = 0, (6.5)

r(t, x) = (x, y(x, t)), v(t, r) = Rπ
2

1
2π

v.p.

∫
r − r(t, s′)
||r − r(t, s′)||2

Ω(t, s′)ds′ (6.6)

функция y(x, t) стремится к нулю при t →∞.
Тогда для любых начальных данных y(x, 0) таких, что

y(x, 0) =
∫

eixξg(ξ)dξ,

∫
|g(ξ)|dξ 6 ε,

где ε достаточно мало, доказывается существование и единственность корректно определенного
(при t > 0) решения, стремящегося к нулю при t →∞. Это решение аналитично при t > 0.

7. ЭЛЛИПТИЧНОСТЬ И АНАЛИТИЧНОСТЬ РЕШЕНИЙ

Теорема 7.1 (см. [11]). Пусть u ∈ C(−T, T ;L2(R2))— слабое решение системы уравнений

∂t(ρu) +∇(ρu⊗ u) +∇p = ρg,

∇u = 0,

∂tρ +∇(ρu) = 0,

где ∇ ∧ u ∈ L∞(0, T ; (BRM)(R2)). Пусть существует такая окрестность U точки
(t0, r0 = r(t0, λ0)), что

(supp ∇∧ u) ∩ U ⊂ ∪{−ε+t0<t<ε+t0}Σt, ∇∧ u = Ω(t, s)δΣ,

где t 7→ Σ(t, s) ∈ Cα(Rt;C1+β(Rs)), s—длина дуги кривой и ρ = (ρ+, ρ−) постоянна в U − Σ.
Пусть Ω и w = [ρuτ ](t0, r0) отличны от нуля. Тогда r(t, s) и Ω(t, s) аналитичны в окрестности
U ′ ⊂ U точки (t0, r0).
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Идея доказательства. Введем открытое множество U ′ ⊂⊂ U . Используя формулы ∇ · u = 0 и
∇∧ u = Ω и считая, что кривая состоит только из дуг и хорд, запишем уравнение (4.8) в виде

∂tr + [ρ]U∂λr =
1
2π

Rπ
2

v.p.

∫
r(t,λ)∈U

r(t, λ)− r(t, λ′)
||r(t, λ)− r(t, λ′)||2

Ω(t, λ′)
1
w

dλ′ + E(t, r(t, λ)),

где E(t, λ) аналитична в U ′. Согласно галилеевскому преобразованию вблизи r(t0, λ0), полагаем
(здесь r = r1 + ir2), что

Ω(0, 0) = 1, r(λ, t) = (αt + β(λ + εf(t, λ)),

если
sup{|λ|, |t|} 6 M, f(0, 0) = ∇f(0, 0) = 0.

Далее, чтобы «исключить»
Ω
w
, используем условие скачка

Ω =
1
〈ρ〉

(w − [ρ]vs) =
1
〈ρ〉

(w − [ρ]v(w∂λr)) =
w

〈ρ〉
(1− [ρ]Re(rλv)),

которое дает

Ω
w

+
[ρ]
〈ρ〉

Re

 1
2πi

v.p.

∫
r(t,λ′)∈U

(1 + ε∂λf(t, λ))Ω
wdλ′

(λ− λ′)(1− εf(t,λ)−f(t,λ′)
λ−λ′ )

 = E(t, r(t, λ)). (7.1)

Напомним, что U задано формулой

U =
1
2
|v|2 − 1

8
Ω2 + gr.

Всюду заменим Ω на
Ω
w

. В частности, получим, что

Ω0 = Ω(0, 0) =
1
〈ρ〉

, U0 = − 1
8〈ρ〉2

.

Наконец, продолжая f(t, λ) и Ω(t, λ) нулем вне U , получаем систему уравнений

ε|β|2(∂tf + [ρ]U∂λf) =
1

2πi
v.p.

∫
r(t,λ′)∈U

Ω(t, λ′)dλ′

(λ− λ′)
(
1− εf(t,λ)−f(t,λ′)

λ−λ′

) + E(t, r(t, λ)), (7.2)

Ω +
[ρ]
〈ρ〉

Re

 1
2πi

v.p.

∫
r(t,λ′)∈U

(1 + ε∂λf(t, λ))Ω(t, λ′)dλ′

(λ− λ′)
(
1− εf(t,λ)−f(t,λ′)

λ−λ′

)
 = E(t, r(t, λ)), (7.3)

где r 7→ E(t, r) обозначает функцию, аналитическую в U .
Далее, используя разложение

1
2π

v.p.

∫
dλ′

(λ− λ′)
(
1 + εf(λ,t)−f(λ′,t)

λ−λ′

)dλ′ =

=
ε

2π

∫
f(λ, t)− f(λ′, t)

(λ− λ′)2
dλ′ +

∑
n>2

εn

2π

∫
(f(λ, t)− f(λ′, t))n

(λ− λ′)(n+1)
dλ′,

(7.4)

формулы
1
2π

∫
f(λ, t)− f(λ′, t)

(λ− λ′)2
dλ′ = − i

2
sign(D)f,

1
2π

v.p.

∫
f(λ, t)− f(λ′, t)

(λ− λ′)2
dλ′ = |D|f,

(преобразование Гильберта) и соотношение

E(t, r(λ, t)) = E(t, αt + β(λ + εf(t, λ)) = E(t, λ) + εR(t, λ, f(t, λ), (7.5)
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из (7.2) и (7.3) выводим, что вещественная и мнимая части функции

f(t, λ) = X(t, λ) + iY (t, λ)

принадлежат U ′ ⊂⊂ U и являются решениями системы уравнений

∂tX + [ρ]
(

Ω2
0

4β2
+ U0

)
∂λX =

Ω2
0

2β2
|Dλ|Y + εR1(X, Y ) + E1(t, λ), (7.6)

∂tY + [ρ]
(

Ω2
0

4β2
+ U0

)
∂λY =

Ω2
0

2β2

(
1− [ρ]2

4〈ρ〉2

)
|Dλ|X + εR2(X, Y ) + E2(t, λ), (7.7)

где E1 и E2 аналитичны в U ′. Функции (X, Y ) 7→ (R1(t, λ,X, Y ), R2(t, λ,X, Y )) (нелинейные, но
непрерывные) действуют из C1+β в Cβ . Наконец,((

∂t + [ρ]
(

Ω2
0

4β2
+ U0

)
∂λ

)2

+
(

Ω2
0

2β2

)2(
1− [ρ]2

4〈ρ〉2

)
∂2

λ

)[
X
Y

]
= εR(X, Y ) + E(λ, t). (7.8)

Левая часть уравнения (7.8) есть эллиптический оператор второго порядка с постоянными коэф-
фициентами, а правая часть— сумма нелинейного возмущения второго порядка и аналитической
функции. Отсюда следует аналитичность.

Замечание 7.1.

• Комплексное представление используется лишь для простоты. Результаты того же типа
(с необходимыми изменениями) справедливы и в трехмерном случае.

• Знак гравитации g или (в более общем виде) критерий устойчивости Тейлора

1− [ρ]2

4〈ρ〉2
= 0 ⇐⇒ число Этвуда < 1 ⇐⇒ ρ+ρ− = 0, (7.9)

существенные для уравнения водных волн (ср. [13] или [26]), не появляются в предыдущих
рассуждениях. Они учтены в члене первого порядка, который существенен только в том
случае, когда система перестает быть эллиптической. Это происходит, если число Этвуда
становится равным единице. Заметим также, что соотношение a < 1 существенно и для
вывода Ω из уравнения (7.1).

• Идея доказательства описана без подробностей. Эти подробности «легко» восстановить, ес-
ли начать с предположения о более высокой регулярности, например, считая, что (r, Ω) ∈
C2(t, λ). Это— стандартный подход для всех задач со свободной границей: первые шаги до-
казательств регулярности вблизи «порога» гораздо более трудны, чем последующие улучше-
ния этих результатов. Фактически, предположение о гельдеровости требует более глубокого
гармонического анализа, и доказательство в [11] существенно использует разложение Пэли—
Литтлвуда и псевдопроизведение Бони.

• Условие гельдеровости вполне согласуется с примером Кафлиша—Орельяны. Это значит, что
если после появления особенности типа точки заострения все же существует решение в
виде поверхности раздела, то оно не может быть регулярным по Гельдеру, а это говорит о
существовании кривых спирального вида.

8. УТОЧНЕНИЕ ПОРОГА РЕГУЛЯРНОСТИ

Эксперименты и численное моделирование, проведенные в основном для задачи Кельвина—
Гельмгольца, показывают существование и устойчивость листов вихря после возникновения осо-
бенности. Более того, эти листы сворачиваются и, по-видимому, приводят к отделимым кривым
бесконечной длины. Следовательно, «порог регулярности» должен быть выше и может включать
спирали конечной длины. Наилучший (насколько нам известно) результат получен в [27]. В по-
становке задачи Cα

loc(Rt;C
1+β
loc (Rλ) заменяется на H1

loc(Rt × Rλ). Оценки получаются явно, с ис-
пользованием теорем Дэвида, утверждающих, что интегральный оператор Коши

CΓ(f) = v.p.

∫
f(s′)

ξ(s)− ξ(s′)
dξ(s′)
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(s—длина дуги) ограничен в L2(ds) для всех кривых Γ : s 7→ ξ(s), состоящих только из хорд и
дуг. Интересно заметить, что эти результаты применимы к логарифмическим спиралям r = eθ, но
не к алгебраическим спиралям бесконечной длины.

9. ВЫВОДЫ И НЕРЕШЕННЫЕ ЗАДАЧИ

Водные волны, задача Рэли—Тейлора и задача Кельвина—Гельмгольца— это упрощенные моде-
ли, пренебрегающие эффектами, которые стабилизировали бы жидкость (вязкость и поверхностное
натяжение). Тем не менее они считаются хорошими моделями, возможно, благодаря неустойчиво-
стям, проявляемым решениями. Поэтому прогресс в их понимании ценен для приложений. Это
обусловливает следующий список нерешенных задач.

• Распространить подход, предложенный Ву для уравнения Биркгофа—Ротта, на задачу Рэли—
Тейлора. Задача технически трудна, но (скорее всего) осуществима.

• Доказать (даже для конечного интервала времени) существование слабых решений «дело-
ровского типа» задачи Рэли—Тейлора.

• Определить класс слабых решений для поверхности раздела, которые были бы совместимы
с потерей регулярности. Такие решения не будут удовлетворять гипотезе Ву, который в [27]
предложил следующее определение для уравнения Биркгофа—Ротта: слабое решение есть
функция α 7→ z(α, t), действующая из R в C, для которой справедливо следующее соотноше-
ние:

∂t

(∫
z(α)η(α)dα

)
=

1
4πi

∫∫
η(α)− η(β)
z(α)− z(β)

dαdβ ∀η ∈ C∞
0 .

В работе [15] предложено более общее (и более удобное) определение с большей степенью
свободы относительно параметра. Именно в этом классе доказана эквивалентность принад-
лежности плотности вихря пространству L2 тому, что слабое решение является обобщенной
функцией. Может быть, из-за некорректности задачи следует рассмотреть и гиперфункции
(возможно, двойственные к аналитическим).

• В качестве первого шага в обосновании того, что листы вихря появляются часто, доказать,
что регулярное решение (существующее в течение конечного времени) есть предел различных
типов приближений: с вязкостью, с гладкими начальными данными и. т. д. Ранее результат
такого типа был получен (см. [4]) для капельного и точечного вихрей.

• Гораздо труднее обосновать устойчивость листов вихря. Такие решения должны быть стаци-
онарными, а классический критерий устойчивости стационарных решений уравнения Эйлера
(критерий Арнольда) здесь неприменим, поскольку относится к устойчивости в энстрофийной
норме. Например, можно предположить, что устойчивые листы вихря принадлежат нерегуляр-
ному классу функций вроде алгебраических спиралей из [10, 21]. Методы получения теорем
устойчивости для таких классов пока не известны.

• Объяснение частого появления таких листов вихря (например, за крылом самолета) может
в итоге оказаться еще более трудным. Даже для случая гладкого стационарного решения
двумерного уравнения Эйлера достигнуты только отдельные результаты, касающиеся воз-
никновения «когерентных структур». Большинство подобных результатов получено методами
статистической механики. Математическое изложение можно найти в [6, 17].

Результаты настоящей работы были доложены на Международной конференции по дифферен-
циальным и функционально-дифференциальным уравнениям (Москва, 2005 г.). Автор очень бла-
годарен организаторам, Математическому институту им. В. А. Стеклова РАН и Национальному
центру научных исследований (Франция) за приглашение и финансовую поддержку.
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